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　First　we　wrote　how　to　get　fundamental　units　and　class　number　of　ideal　group　of
purely　cubic　fieldん＝Q（砺）．Then　we　wrote　the　program．　The　program　was　written
in　UBasic．　We　got，　then，　fundamental　unit　and　the　structure　of　ideal　class　group　of
purely　cubic　fieldん＝Q（砺），2≦勉≦2000．We　used　the　expression（a，　b，．．．，c）to
denote　the　type　of　finite　abelian　group　which　was　the　direct　product　of　cyclic　groups
of　order　a，　b，＿，cαZ⊂わZ⊂．．．⊂cZ．
1．はじめに
　有理数体Qに既約多項式♂一一＝0の根を添加した体、純3次体κ＝Q（砺）の基本単数
およびイデアル類群の構造の求めるプログラムについて解説した。プログラムはUBasicとい
う木田祐司氏（立教大学）が数学（教育）研究用に開発した多倍長計算用BASIC言語を使用
した。
2．数学的背景
2．1純3次体についての基本事項
　純3次体においては3乗因子をもたない正の有理整数としてよく、互いに素で平方因子をも
たない正の有理数ノ；σで勉＝ヵ2の形に表すことができる。
このとき次の定理が知られている。
定理1
　純3次体κ＝Q（α），α＝砺，勉＝ヵ2において、
　dκ（α）＝一27〃z2
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M一（÷）箭券あり・
（i）勉…≡±1（mod9）でないとき、
　　　　　　　　　緻底［1α正， ， 　9］
　dl（ん）　＝　一27ア雀72
　初（α）＝9
職一雅
　（且）鋭≡±1（mod9）のとき、
灘［　　　1　　　　　　α21…す（1＋・1α＋・・了）］
　　　　∫≡θ1＝±1，g≡θ2＝±1（mod3）
　　d（ん）　＝　一3∫先72
　　祝（α）＝3σ
職一票ヵ
定理1より次の補題を得る。
補題1
　純3次体κ＝Q（α），α＝蛎万，呪＝プずにおいて
整数底を［1，α，β］とおくとき、
　（i）常≡±1（mod9）でないとき、
　　　α2＝卵
　　　β2＝カ
　　　αβ＝カ
　（u）η≡±1（mod9）のとき、
　　　α2一一θ，9一θ12，9α＋3θ，媚
　　　β・一2θ・θ・愈『o・σ一1＋∫一θ12・σ。＋¢・9＋2β
　αβ＝
である。
　　　9
92σ（∫一21）
　　3
＋1 閧Qσ
9　　　　　3
α＋θ1229β
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2．2整イデァルの底の求め方
定理2
　純3次体の各イデアル類は
　　ル1≦ル㍍
を満たす整イデアル、4（≠0）を含む。
　この定理よりκの類数んを求めるには、ノルムがル㍍以下のすべての整イデアルを求め類別
すればよいことがわかる。
　ノルムが玖以下の整イデアルを求める方法は次のとおりである。
ρ≦玖を満たす有理素数ρのんにおける素因子ρ‘のうち1凱≦職である素因子の集合をP
とするとPは
　P＝｛ρ‘1ρ歪∈sρθoん，ハφ‘，≦ル㍍｝
と表せる。Pより整イデアル、4∫の集合五を
4一
oノ1」ノ1、一Hρ♪、M4、≦ハ娠　　　ρ1∈P｝
のように作れば五がノルムが玖以下のすべての整イデアルすべての集合である。
　次に五を類別する方法を示す。
κの整数底を［1，α，β］としたとき。整イデアル、4∫の底［α1，β1，γ1］として次の形のものを求
めることができる。
　α1＝α1
　β1＝わ1＋う2α
　γ1＝01＋C2α＋C3β
求める手順は以下のとおりである。
まず素イデアルρ‘∈Pの底を求めるが有理素数ρが仮因子であるか否か、即ち
（初（α），ρ）＝1であるか否かで方法は大別される。定理1と合わせると次の5っの場合に分
けられる。
（i）駕…±1（mod9）でないとき
　　（a）（鋭（α），ρ）＝1のとき
　　（b）（窺（α），ρ）≠1のとき
（u）辮≡±1（mod9）のとき
　　（c）（挽（α），ρ）＝1のとき
　　（d）（彿（α），ρ）≠1のとき
　　（e）ρ＝3のとき
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1（魏（α），ρ）＝1であるとき、次の定理が知られている。
定理3
代数体ん＝Q（α）において∫（X）∈Z［X］をαのQに関する最小多項式とする。
（祝（α），ρ）≠1であるとき、多項式ア（X）のmodρに関する既約多項式への分解が
　∫（X）≡ρ1（X）91＿＿ρ9（X）θσ（modρ）
　ρ1（X）∈Z［X］は単多項式
ならばρのんにおける素因子ρ‘は
　ρ‘＝（ρ，ρ‘（α））
となる。そしてあの次数は多項式ρ‘（X）の次数に等しい。
　純3次体ん＝Q（α）におけるαのQに関する最小多項式X3一初のmodρに関する既約多項
式への分解は
　（1）．X3一勉はmodρで既約
　（2）X3一勉≡（X十α）（X2十わX十。）（modρ）
　（3）X3一初≡（X十α）（X十δ）（X十。）（modρ）
のいずれかであり、定理3より。
　（1）のとき
　　ρは単項イデアルであり、イデアルの類別という点では考えなくてよいイデアルである。
　（2）のとき
　　（ρ）＝ρ1ρ2
　　ρ1一（ρ，α＋α），ρ、一（ρ，α2＋δα＋・）
　　働1一ρ，ゆ、一ρ2
　（3）のとき
　　（ρ）＝ρ1ρ2ρ3
　　ρ1＝（ρ，α＋α），ρ2＝（ρ，α＋δ），ρ3＝（ρ，α＋c）
　　ハφ1＝ハφ2篇ハφ3＝ρ
である。
（a）彿≡±1（mod9）でなく（η（α），ρ）＝1のとき
（イ）ρ‘（α）が1次因子のとき
　　　ρゴ（α）＝α＋αとすると、ρ‘＝（ρ，α＋α）であるから、ρ‘をんの整数底［1，α，β］
　　で表したときの生成元は定理1，補題1より
　　　ρ＝ρ
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　ρα＝ρα
　ρβ＝ρβ
　α十α＝α十α
　αα＋α2ニαα＋媚
　αβ＋（43＝プ≧7＋αβ
である。従って行列Mを
　　　　ρ　0　0
M＝
0　ρ　0
0　0ρ
α　1　0
0　α　9
9　0　α
としてMに行に関する基本変形をほどこすとことによって、素イデアルρの底［α1，β1，γ1］
として次の形のものを求めることができる。
　　α1ニα1
　　β1〒わ1＋わ2α
　　γ1＝c1＋02α＋03β
（ロ）ρ‘（α）が2次因子のとき
　　A（α）＝α2＋δα＋oとして（イ）と同様にすると
ルf＝
ρ
0
0
c
η
0
か
‘
0
・
0
0
心力
0
0
ρ
9
勾
。
を得る。
（c）η≡±1（mφd9）で（祝（α），ρ）＝1のとき
（イ）ρゴ（α）が1次因子のとき
　　同様にして、
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　　　　　　　　　ρ　　　　　　0　　　　　0
　　　　　　　　　0　　　　　　ρ　　　　　0
　　　　　　　　　0　　　　　　0　　　　ρ
　　　M＝　　　　α　　　　　　1　　　　　0
　　　　　　　　一θ29　　α一〇1θ29　3θ29
　　　　　　音・・9（∫一の÷（1一…）・＋・…9
　を得る。
（ロ）ρ∫（α）が2次因子のとき
　　同様にして、
　　　　　　　　　ρ　　　　　　　　　　　　　　0
　　　　　　　　　0　　　　　　　　　　　　　ρ
　　　　　　　　　0　　　　　　　　　　　　　　0
・M＝ @　　c一θ、9　　　　　∂一θ1・、σ
　　　　　　　初一わ召2σ　　　　　　C一δθ1θ2σ
　　　音｛δθ2σ（アーθ且）＋・・辮一・・9｝÷｛わ（1一…）＋・・炉・1…｝
　を得る。
　　　0
　　　0
　　　ρ
　　3θ29
　　3うθ29
0＋δθ且θ29＋θ2σ
H　（初（α），ρ）≠1であるとき次の定理が知られている。
定理4
　んを代数体とする。環準同型ψ
　　ψ＝OF→み（み＝Z／ρZの代数閉包）
　　ψIZ＝ρ0（ψ0：Z→罵は自然準同型）
の同値類を次のように定義する。
　　ψ1～ψ2⇔体ψ1（0κ）から体ψ2（0ρへの同型ρでρ0ψ1（α）＝ψ2（α）（∀α∈0∂となる
　　　　　　　ものが存在する。
このとき、ρのんにおける素因子と環準同型の同値類とはρ＝K卯ψなる関係により1対1に
対応する。
（b）鋭三±1（mod9）でなく（初（α），ρ）≠1のとき
　　定理4よりψはψ1、＝ψo，ψ（α），ψ（β）∈尋により一意的に決まり補題1などより
　　ψ（α）＝ψ（β）＝0であるから、ρ＝κθ7ψ＝［ρ，α，β］となる。
　　　　O
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（d）規≡±1（mod9）で（物（α），ρ）≠1のとき
　　同様にして3ψ（β）一1≡0（modρ）を得るから、
　　1次合同式3X≡1（modρ）の解をτoとしてρ＝［ρ，α，β一∫o］
（e）鋭≡±1（mod9）でρ＝3のとき
　　同様にして2次合同式
　　　X2十44X十B≡…0（mod3）
　　　五一一÷（…＋・）
　　　β一一÷（2θ1θ2ノヒ7－2θ29十θ1∫一1）
　　を得るが、ノ1’≡五，β’≡8（mod3），、4’，β’＝±1としてノ；g，、4’，，θ’の関係は
　　　∫≡±1（mod9）⇒∠4’＝一1，β’＝0
　　　ア≡±2（mod9）⇒∠4’＝0，　B’＝一1
　　　∫≡±4（mod9）⇒ノ4’＝1，　B’＝0
　　となるから3のκにおける分解を
　　　　（3）＝ρ且ρ1またはパφ2
　　　ハφ1＝ハφ2＝3
　　として
　　　∫≡±1（mod9）⇒ρ1＝［3，α一θ1，β］，ρ2＝［3，α一21，β一1］
　　　ア≡±2（mod9）⇒ρ1＝［3，α一g1，β＋1］，ρ2＝［3，α一θ1，β一1］
　　　ア≡±4（mod9）⇒ρ1＝［3，α一θ1，β］，ρ2＝［3，α一21，β一1］
　　となる。
以上よりすべての素イデアルム∈Pについて
　　α1＝α1
　　β星＝δ1＋δ2α
　　γ1＝Cl＋C2α＋C3β
の形の底［α且，β1，γ1］が求まる。
　そして、2っのイデアルの底がそのように表されているとき、それらのイデアルの積につい
ても、素イデアルを求めたのと同様に行列Mを作り、行に関する基本変形をほどこすことに
よって同じ形の底を求められるから、すべての整イデアルノ1‘の底について
　　α1＝α1
　　β1＝わ1＋δ2α
　　γ1＝Cl＋C2α＋C3β
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の形の底［α且，β1，γ1］が求まる。
3．正規底と極小元
　κの元α（∈R）に対し、その共役をα’，α”とするとα”＝α’（複素共役）である。
写像ψ：α（∈R）α　房＝（α，Re（α’），　Im（α’））（∈1～3）
によって、R3に埋め込む。
このときんの整イデアルAの元αに対し
　　1β1＜1α1，1β’1＜1α’1
をみたすAの元が（0）以外に存在しないとき、αをAの極小元といい、
　　α∈M（五）
と表す。またんの元αに対し、円柱砿，C．を
砿一｛（∫，〃，9）ll・1＜1・1，写2＋・2＜1鵡
　　C。一｛（∫，〃，9）1・〉・，〃2＋・2＜1・’12｝
と定義すると円柱砿の内部にんの整イデアルAの元全体の像が作る3次元Lattice五3（α）
の元は原点以外存在しない。
前記の方法でκの整イデアルAの底を求めたとき底の交換によって
　　、4＝［α0，β0，γ0］，α0∈M（α）
の形の底を求めることが次の目標である。
補題2
　　写像ψによる整イデアルAの元δ＝ρ＋σα＋ψの像は
（i）御≡±1（mod9）でないのとき
（・＋・・卿一
�E・一静穿（・・一弔）
（u）窺≡±1（mod9）のとき
　　（ρ＋σα＋2β，〃，9）
　　　　　　　　　　　　　　　1　α2　　1 1 1
　　〃＝ρ一高9α＋百7一万㎎1αマ2・万
一乎（　　　1　　　1　α2σα＋百「θ1α一百紹・一r）
　である。
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んの整イデアルAAの底［α1，β1，γ1］を
　写像λ：（τ，〃，の（∈R3）α（∬一写，の（∈R2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　づ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　うにより2次元Lattice　L2に射影する。このとき五2の生成元∂＝⑦。，わ。），　c＝（o。，　o。）
が与えられたとき、底の変換によって次の性質をもつように変形することができる。
（・）・・ら1㍍1・音
（・）・＜4・ら1鴫1・壱・な…の元8一（唱）は存在・ない・
（皿）0くらくわコじ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（w）0＜4．＜わ。」4、1＜lo、1となるム2の元4＝（4。，4。）は存在しない。
これらの条件をみたす底を正規底と呼ぶことにする。
変形の手順は以下のとおりである。
　　　　　　　　　　　　　　　　や　　　　　
まずし2の生成元う＝う1，0＝Clが与えられたとき、
　　幅〉α剛〉寺1ら1＞去（・）
満たしていないならば
・・一
に対し、
　　　　　　　　　　　　　　　　ロゆ
　　∂∫＋1＝Cf十1ψ，
　　　　　　　　　　　
　　C∫＋1＝b‘
という操作を繰り返し（＊）を満たすように変形できる。
補題3
　　写像λoψによる整イデアルAの元δ＝ρ＋gα＋弔の像は
（i）鋭≡±1（mod9）でないのとき
（号（・・＋協），乎（・・一お））
（n）㎜≡±1（mod9）のとき
（音（1・・＋襯イ）・乎（・・＋÷勘・一青峠））
である。
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んの整イデアルAの極小元αoを次のようにして1っ求める。
7＞0，7∈Qに対し
　　　　　　　　　　　　集合砿（4）篇｛α」α‘∈L3（五）∩のα＞0｝
とするとき、
　　α。＝mln｛α」α∫∈α（4）｝
　　　　　9
はAの極小元である。従って極小元をもとめるにはα（且）の元から探すことができるがr
を小さくすると円柱αの体積が小さくなり集合α（五）の元の数が減り探しやすくなるが小さ
すぎると¢（且）＝のとなってしまう。適当なrを定めるためにミンコフスキーの定理を純3
次体に応用して次の系を得る。
垂
　純3次体の整イデアルAの底を［α1，β1，γ且］，
　α‘∈Rとしα1，α1’をその共役とする。また3っの1次形式を
　　ガ＝αα1＋わα2＋0α3（＝¢）
　　渥＝αα1＋∂α1＋cα1（＝〃＋9の
　　乃＝αα1’＋δα1’＋cα1’（＝〃一9の
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ
　　ム＝1d（α1，β1，γ1）1写＝ハし41d（κ）17
　とする。
　　このとき正の実数γをr3＝△と定めると、
　　　嫉1＜7（π＝1，2，3）
　は0と異なる有理整数解をもつ。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　この系と五3（且）が原点対称であることにより、円柱αにおいて7を73＝ハ磁14（F）『を満
たすように定めると、円柱αに五3（且）の0と異なる元が少なくとも1っ存在する。
　　　　　　　　　や集合α（且）の元をr＝（7，r，0）に平行に∫一g平面に射影すると領域Sを
　　∬2＋μ2≦γ2（∫≦0）
　　一γ≦9≦7（0＜∬≦7）
　　（∬一7ρ）2＋92≦γ2（7＜の
としてSに含まれる。したがってム3の極小元で射影するとSに含まれるものが必ず存在する。
従ってSに含まれるL2の元をすべて求め¢（且）の最小元として極小元を求めることができ
る。
　　　　　　　　　　　う　L2の正規底∂，　oとして
　　　　　　　　　　　うレ　　　　　う
　　4＝〃め十ηo（〃3，π∈z）
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と表したとき、
　　8∈s
となる必要条件を考える。
　　　　レ
δ，cに平行でSに接する4直線Zゴ（∫＝1，2，3，4）でかこまれた領域をTとすると
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　まレ　　　　　　　　　　　　
　　η∂華丁またはηc（声丁⇒（オ隼S
であるから
　　　　　　　　　　　ゆ　　7η1≦辮≦祝2⇔辮∂∈T
　　　　　　　　　　う　　π1≦η≦π2⇔η0∈T
　　　　　　　ゆ　η1一［ lol㎎δ、ら一ウ、c2］＋1
　　　　　　　　う　　鞠一［C。一lclθ　　　　　　7わエρ。一∂。ら］
　　　　　　　　　・・一［ 1δ1紹∂麗z一δzら］＋1
　　　　　　　　　　
・・一
m一∂。一1酬g　　　　　　7δ。ρ。一わ。ら］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　についてd∈Sかどうか判定する。このようにして求めた五2の元d＝（4。，4z）に対し、
　　　　　　L3（α）の元δ＝（δ。，δ“，ので
　　　　　　　　　　　
　　λ（δ）＝d（＊＊）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　を満たす格子点の集合はα1＝（α1，α1，0）と平行な直線上に並ぶから（＊＊）を満たすδを1
っでも求められれば
　　　　　　　　　　　　　　
　　δβδ＋κμ1（κ‘∈z）
によって直線上を移動させ探せる己
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　レ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d＝λ（〃z（ρβ1十（1γ1）十π（η91十sγ1））
であるから正規底を求める連分数展開において変換した底訊7を茂5で表したときの係数
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　をその都度計算しておき、ρ，g，7， sをもとめれば（＊＊）を満たすδ∈L3（五）として、
　　　ウ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　δ＝（鋭ρ十πγ）β1＋（〃η＋η∫）γ1
を定めることができる。
　んの整イデアルAの極小元αoが求まったとき、
　　・4＝［α0，β0，γ0］，α0∈M（且）
の形の底を求める。
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　　αoニZα1＋彿β1＋ηγ且，1，彿，π∈Z
としたとき、
G）一（lli）／l）
としてρ，g，7，　s，’，πを次のように求める。
（i）1≠oまたは初≠oのとき
　　7篇0としても求められることを示す。
　　〆ニZ／4，呪’＝祝／d，d＝α，祝）としてρ，σを
　　　〆σ一ηゆ＝1
の解として求める。
　　　　ρ　σ
また”＝　　　としてπ，gを
　　　　7　s
　　ηη十屈＝1
の解として求める。このとき
　　s＝1’η，’＝2η’”
とすると、ρ∫一g∫＝”である。
（且）1＝祝＝0のとき
ηニ±1であるから
　　ρ＝0，g＝1，7＝0，　s＝1，’＝0，π＝0
とすればよい。
4．基本単数とイデアル類群
　極小元αoを含むイデアルAの底
　　・4＝［α0，β0，γ0］α0∈M（五）
が求まったとする。このとき極小元を含むAの底の列を
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　丑（の＝｛（αゴ，βゴ，7…）1［α‘，β‘％］，αゴはα」∈C。‘．1∩L3（且）を満たす最小の元｝
によって作る。このとき、αfを1に移す写像ψ。、を
　　艦、・・（∈五）・奇（∈・）
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とすると、五3（五）は工ψ。、（瓦），ψ。‘（芳）を生成元の1組とする3次元Lattice瑞（丑）｝ピな
る。このとき∬，〃∈んとして
　　三∈c，⇔ψ。、（め∈c“’，i7一ψ。、（ず）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　が成り立つ。極小元を求めたときと同様にすべての元を1＝（1，1，0）に平行に∬一g平面
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ上に射影する。正規化された底を∂，cとすると、
　　λ・ψ。、（→α∫＋1）∈8一｛薦5一訪＋乙2ぢ＋ぎ｝
　　　　　　　となるから、α田を求めるには
　　　δ一（ら，δ、，魂）∈ムもω∩c1
として
　　　　λ（δ）∈B
となる元のうちδ．が最小となるものを求めればよい。
　　∠4（づ十1）＝（α‘＋1，βゴ＋1，γヒ＋1）
を次のように求める。
　β’，γ’をλoψ、（4）＝蕊λoψ、　（7）＝εを満たすAの元として
　　　　　　　　　　　　　　　汁21　　 f
（i）♂＝万のとき
　　（α‘＋1，β∫＋1，γ重＋1）＝（α‘＋1，γ’，αf）
（■）r∈｛諮臓5菰23＋冴のとき
　　（αf＋1，β什1，7㌃＋1）＝（α‘＋1，β’，α∫）
このようにして極小元を含むAの底の列を決めていくと作り方からA（0）を決めれば一意
的に決まっていく。
　このとき、円柱C、は内部に原点以外に格子点を含まない原点対称の凸形であるから、ミ
　　　　　　　　　‘
ンコフスキーの定理よりC、の体積はある一定の値以下である。従って単項イデアルは有限
　　　　　　　　　　　　‘
個しか異なるものがない。従って
　　（α。）＝（α。），（α。）≠（αf）（∫＝1，2，．＿，π一1）
を満たすπが存在する。
　このとき、玉はんの単数でありんの基本単数をεoとして
　　　　　　α0
　　αη　　　’
　　一＝ε0
　　α0
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とおくと、（εoαo）＝（αo）よりZ＝1である。即ち、
　　　＿　απ
　　ε0一一
　　　　　α0
である。従って任意の∫（≧0）に対し
　　απ＋f＝ε0αf
であるから、単数の差を無視すれば
　　｛α。，α1，＿，α。．1｝
はM（A）の元のすべてである。そして整イデアルAの極小元の比の集合
　　｛α1　α2　　　　απ　リ　　　　　　リ　コロ　コ　リα0　α1　　　　απ＿1｝
はAの属するイデアル類の不変量である。
5．おわりに
　以上より、二二を求めるには各イデアルについてこの不変量を求め同じ類に属するかどうか
を調べて数えればいいことがわかる。また、イデアル類群の構造を決定するには、各イデアル
類よりなるべくノルムの小さい整イデアルを代表元として選び、イデアルの積について同様の
比の列を作り初項がどのイデアル類に入るかを調べればよいことがわかる。尚、実際のプログ
ラムリストは省略する。
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